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基于整体最小二乘的椭圆拟合方法

熊风光，李　希，韩　燮
（中北大学 计算机与控制工程学院，山西 太原０３００５１）

摘　要：针对传统椭圆拟合方法中存在的无法剔除噪声点并且参数误差较大的缺陷，提出了一种基于随机采样一

致性、约束条件及整体最小二乘的椭圆拟合改进算法．该方法首先根据椭圆的性质，利用随机采样一致性剔除噪声

点，再利用基于约束条件的整体最小二乘法，对去噪之后的数据进行椭圆拟合．实验证明，随机采样一致算法能很

好地去除噪声，并且跟传统最小二乘法的拟合结果相比较可以看出，改进之后的拟合方法拟合出的椭圆参数精度

更高．
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１　引言

二次曲线和曲面已被广泛应用于ＣＡＤ和几何

建模、计量学、计算机图形学、计算机视觉和模式识

别等诸多方面［１］．椭圆作为二次曲线的一种，在生活

中广泛存在，因此椭圆拟合也是值得广大学者研究

的重要技术．ＤｉｎｇｌｉＹａｎｇ
［２］等将椭圆拟合应用到双

眼定位技术中，取得了很好的效果，双眼定位技术在

面部表情识别、人机交互、人脸检测等方面都有着重

要应用．拟合的问题早已有解决方法，但是拟合方法

的精确度也是人们不可忽视的，它对于识别性能有

着重大影响［３］．针对传统最小二乘椭圆拟合的缺陷

和不足，本文提出了一种新的拟合方法．

２　最小二乘椭圆拟合方法

最小二乘法被广泛应用于各种拟合问题，它的

原理是使得测量拟合误差的平方和最小化．使用最

小二乘拟合椭圆主要有两类方法：代数方法和几何

方法，这两种方法是由误差距离的定义来区分的．

对于几何方法，根据拟合模型方程的系数判断

几何结构，由此得到几何约束条件．最小二乘法中误

差距离是由给定点的几何特征来定义的正交距离或

者最短距离．对于代数方法，几何特征可由隐式方程

犉（狓；犪）＝０描述出来，定义参数向量犪＝（犪１，…，
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犪狇），误差距离就可根据隐式方程及参数向量定义出

来［４］．几何方法是非线性的，因此在计算时需要迭代

过程，计算也较为复杂繁琐，并且需要给定适当的初

值，否则会使得结果不准确，甚至无法计算出模型参

数．而代数方法则是线性的，比较容易解算．因此，本

文选择使用代数方法来对椭圆进行拟合．

椭圆作为二次曲线的一种特殊形式，可以由一

个二次方程来表示［５］．

犳（狓，狔）＝犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳＝０

（１）

式中，犪，犫，犮，犱，犲，犳代表椭圆的系数，（狓，狔）表示点

坐标．

求目标函数

犉（犪，犫，犮，犱，犲，犳）＝

∑
狀

犻＝１

（犪狓犻２＋犫狓犻狔犻＋犮狔犻２＋犱狓犻＋犲狔犻＋犳）２

犻＝０，１，２，…，狀

的最小值确定各个系数．根据极值原理，分别对各个

系数求偏导，即

犉
犪
＝
犉
犫
＝
犉
犮
＝
犉
犱
＝
犉
犲
＝
犉
犳
＝０

展开得到

∑
狀

犻＝１

２狓２（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝０

∑
狀

犻＝１

２狔
２（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝０

∑
狀

犻＝１

２狓狔（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝０

∑
狀

犻＝１

２狓（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝０

∑
狀

犻＝１

２狔（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝０

∑
狀

犻＝１

２（犪狓２＋犫狓狔＋犮狔２＋犱狓＋犲狔＋犳）＝

烅

烄

烆
０

不难发现，上式是一个线性齐次方程组，为了防

止出现零解，需要增加约束条件［６］．

根据二次曲线理论，犐１＝犪＋犮是二次曲线的一

个不变量，而对于椭圆，恒有犪＋犮≠０，因此，约束条

件可以设为犪＋犮＝１．将犪＋犮＝１代入式（１）中，得

到

犳（狓，狔）＝犪狓２＋犫狓狔＋（１－犪）狔２＋犱狓＋犲狔＋犳

＝犪（狓２－狔２）＋犫狓狔＋狔２＋犱狓＋犲狔＋犳＝０

（２）

目标函数就变为

犉（犪，犫，犱，犲，犳）＝∑
狀

犻＝１

（犪（狓犻２－狔犻２）＋犫狓犻狔犻＋

狔犻
２
＋犱狓犻＋犲狔犻＋犳）２

分别对犪，犫，犱，犲，犳求偏导，并使得导数等于零，

联立方程组，就能得到五个模型参数的值．

３　基于ＲＡＮＳＡＣ和整体最小二乘的椭圆

拟合算法

　　直接使用传统最小二乘法拟合椭圆虽然简单易

行，但是却容易产生误差，使得模型参数不准确［７］．

因此，本文先采用ＲＡＮＳＡＣ算法去除噪声点，再利

用能使得拟合误差减小的整体最小二乘法对处理之

后的点数据进行拟合．

３．１　利用ＲＡＮＳＡＣ去噪

利用ＲＡＮＳＡＣ算法，可以从实验数据中筛选

出局内点，局内点就是符合“最佳模型”的点，局内点

以及它们对应的模型可以通过不断从输入点集中采

样得到，采样过程因其随机性使得每个点被选中的

概率相同．ＲＡＮＳＡＣ算法因为简单可行以及对局外

点的鲁棒性而得到广泛应用［８］．本文中利用

ＲＡＮＳＡＣ去除噪声点的步骤如下．

（１）利用椭圆的定义，即一动点犘到两定点犉１、

犉２之间的距离是一常数，其中犘是椭圆上的点，犉１、

犉２是椭圆的两个焦点．那么就可以先随机选取三个

点，构造一个椭圆模型，假定其中一个点为椭圆上的

点犃，其余两个点为焦点犉１，犉２．计算点犃到两个焦

点犉１，犉２之间的距离之和犇．

（２）分别计算样本数据中各个点到犉１，犉２之间

的距 离 之 和 犱犻（犻 ＝ １，２，…，狀）， 计 算 狕犻 ＝

犇－犱犻 的值 ．

（３）取σ ＝
∑
狀

犻＝１

狕犻－狕（ ）
－
２

狀－槡 １
，其 中，狕

－

＝

１
狀∑

狀

犻＝１

狕犻，如果狕犻≥０．８σ，则判定为噪声点，删除；反

之，则认为该点为非噪声点，即局内点，保留．

（４）重复上述步骤犽次，计算每次得到的局内点

的数目，点数最多时即为最佳椭圆模型．

迭代次数犽可由ＲＡＮＳＡＣ算法的性质推导得

到．假设狆代表迭代过程中从样本数据中随机选择

的点均为局内点的概率，狑为每次从样本数据中选

取出来一个局内点的概率，即狑＝有效点的数目／

数据点总数．若每次需要随机选取狀个点，那么

３０１
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１－狑（ ）狀 犽就表示狀个点都不是局内点的概率．所以

就有１－狆＝ １－狑（ ）狀 犽，则犽＝
ｌｇ１－（ ）狆
ｌｇ１－狑（ ）狀

，一般情

况下，狆取９９％．

３．２　整体最小二乘

最小二乘忽略了系数矩阵中的误差，在解算含

误差模型时会使得模型参数的精确度不高．整体最

小二乘将所有变量的误差考虑在内，并使得所有变

量的误差改正数的平方和最小，这样计算出来的模

型参数精度更高．作为最小二乘的延伸，由于其精确

性，整体最小二乘得到了较为广泛的应用［９］．本文根

据整体最小二乘的原理，对数据进行椭圆拟合．

将式（２）改写为

狓２－狔
２
＝－狔

２／犪－犫狓狔／犪－犱狓／犪－犲狔／犪－犳／犪

（３）

令－１／犪＝犿，－犫／犪＝狀，－犱／犪＝狋，－犲／犪＝

狆，－犳／犪＝狇．

则式（３）可以写成

狓２－狔
２
＝犿狔

２
＋狀狓狔＋狋狓＋狆狔＋狇

设数据点坐标为（狓犻，狔犻），犻＝１，２，…，狀，设参数

近似值为犿０，狀０，狋０，狆０，狇０，狓，狔的误差改正数分别

为狏狓犻，狏狔犻，参数误差分别为δ犿，δ狀，δ狋，δ狆，δ狇．式（３）改

写成

狓犻＋狏（ ）狓犻 ２
－ 狔犻＋狏狔（ ）犻 ２

＝

犿０＋δ（ ）犿 狔犻＋狏狔（ ）犻 ２
＋

狀０＋δ（ ）狀 狓犻＋狏（ ）狓犻 狔犻＋狏狔（ ）犻 ＋

狋０＋δ（ ）狋 狓犻＋狏（ ）狓犻 ＋ 狆０＋δ（ ）狆

狔犻＋狏狔（ ）犻 ＋狇＋δ狇

（４）

将式（４）展开并舍去二次项，得到

２狓犻－狀０狔犻－狋（ ）狅狏狓犻－

２狔犻＋２犿狅狔犻＋狀０狓犻＋狆（ ）０狏狔犻＝

狔犻
２
δ犿＋狓犻狔犻δ狀＋狓犻δ狋＋狔犻δ狆＋δ狇－犔犻

（５）

式中，

犔犻＝狓犻
２
－狔犻

２
－犿狅狔犻

２
－狀狅狓犻狔犻－

狋０狓犻－狆０狔犻－狇０

将式（５）写成矩阵形式：

犃
狀，１
δ犅
５，１
＝犔
狀，１
＋犞
狀，１

（６）

式中，

犃
狀，５
＝

狔１
２ 狓１狔１ 狓１ 狔１ １

狔２
２ 狓２狔２ 狓２ 狔２ １

    

狔狀
２ 狓狀狔狀 狓狀 狔狀

熿

燀

燄

燅１

，

δ犅
５，１
＝

δ犿

δ狀

δ狋

δ狆

δ

熿

燀

燄

燅狇

，犔
狀，１
＝

犾１

犾２



犾

熿

燀

燄

燅狀

，犞
狀，１
＝

狏１

狏２



狏

熿

燀

燄

燅狀

狏犻＝ ２狓犻－狀０狔犻－狋（ ）狅狏狓犻－

２狔犻＋２犿狅狔犻＋狀０狓犻＋狆（ ）０狏狔犻，犻＝１，２，…狀．

假设样本数据中每个点的精度都相同，则由整体最

小二乘法

∑
狀

犻＝１

狏狓犻＋狏狔犻→ｍｉｎ，

可以得到

δ犅＝ 犃Ｔ犙狏
－１（ ）犃 －１犃Ｔ犙狏

－１犔 （７）

式中，

犙狏 ＝ｄｉａｇ（２狓１－狀狔１－狋（ ）０ ２
－

２狔１＋２犿０狔１＋狀０狓１＋狇（ ）０ ２，

…，２狓狀－狀狔狀－狋（ ）０ ２
－

２狔狀＋２犿０狔狀＋狀０狓狀＋狇（ ）０ ２）

（８）

模型参数估值协方差矩阵为

犙犅 ＝（犃Ｔ犙狏－１犃）－１ （９）

３．３　整体最小二乘解算原理

整体最小二乘的数学模型为

犃
狀，犿
＋犈犃
狀，

（ ）
犿
犅
犿，１
＝犢
狀，１
＋犈犢
狀，１

（１０）

式中，犈犃为矩阵犃的误差，犈犢为矩阵犢的误差，犅为

待求参数矩阵．

用ＳＶＤ分解法求解矩阵方程

［ ］犃 犢 ＝ 犝１
犿＋１

犝２
狀－犿－

［ ］
１

∑熿

燀

燄

燅０
犞Ｔ＝犝１∑犞

Ｔ

犞Ｔ＝
犞１１ 犞１２

犞２１
犿
犞２２

熿

燀

燄

燅１

犿

１
，犝１＝ 犝１１

犿
犝１２［ ］

１

∑ ＝
∑１ ０

０
犿 ∑２

熿

燀

燄

燅１

犿

１

由此得到模型参数估值为

犅＝－犞１２犞
－１
２２ （１１）

４　实验结果及分析

为了验证本文中算法的可行性及鲁棒性，用

Ｍａｔｌａｂ２０１４ａ做仿真实验．

首先验证ＲＡＮＳＡＣ算法去除噪声点的效果，

定义一个椭圆，中心坐标为（０，０），其长半轴为１０，

４０１
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短半轴为５，偏角为６０°，数据点总数为５００，加入σ

＝０．４的高斯噪声，用本文方法去除噪声点，再用最

小二乘法拟合，实验结果如图１所示．

图１　ＲＡＮＳＡＣ算法去噪效果

从图１中可以看出，ＲＡＮＳＡＣ算法能够很好地

剔除噪声点，最后剩余的局内点基本上都符合椭圆

模型，拟合出的椭圆曲线比较平滑．

为了说明本方法的优越性，分别使用最小二乘

法和本文方法对相同点云数据进行椭圆拟合．输入

点云总数为８００，高斯噪声为σ＝０．１，椭圆的中心

坐标为（１０，１３），长半轴长度为６，短半轴长度为３，

偏角为３０°．实验结果如图２所示．

图２　最小二乘法和本文方法拟合椭圆的比较

从图２可以看出，用最小二乘法拟合出的椭圆

与设定的曲线偏差较大，已有很大失真，而用本文方

法拟合出的椭圆基本与设定的初始曲线相吻合，验

证了基于ＲＡＮＳＡＣ和整体最小二乘的椭圆拟合方

法的可行性．

５　结束语

由于通常采集到的点数据中会因为设备或者环

境因素等存在噪声，而且最小二乘法因其自身的计

算方法会使计算结果不够精确，因此本文提出了一

种在ＲＡＮＳＡＣ算法、约束条件、及整体最小二乘法

基础上的椭圆拟合方法．根据椭圆的定义，利用随机

采样一致性识别噪声点，整体最小二乘法的将各个

变量及参数误差都考虑在内的准则使得拟合出的椭

圆参数精度更高．实验结果证明该方法可以弱化噪

声对拟合结果的影响，并且拟合出的椭圆基本符合

最佳模型的设定．
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